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Ｂｒｏｗｎｉａｎ运动首次离开指定边界的概率表达式

邹　浪，蓝师义
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摘　要：Ｂｒｏｗｎｉａｎ运动在随机过程与 ＳｃｈｒａｍｍＬｏｅｗｎｅｒ演变 （ＳＬＥ）中扮演着非常重要的角色。首先，利用
Ｂｒｏｗｎｉａｎ运动的性质导出了Ｂｒｏｗｎｉａｎ运动首次离开指定区域边界的概率表达式，并且通过数值模拟进一步验证
了所得到结果的正确性。其次，讨论单连通域内调和测度与 Ｂｒｏｗｎｉａｎ运动首离指定边界概率之间的关系，通过
后者的结果给出了前者的具体表达式，同时得到一些相关的结果。
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　　 Ｂｒｏｗｎｉａｎ运动是一种重要的随机过程。国内外
许多学者对它进行了大量研究，并得到了许多很好

的结果。文 ［１］研究了在空间任一点出发的
Ｂｒｏｗｎｉａｎ运动在球内停留时间的分布与球面首中时
分布；文 ［２－３］分别研究了 Ｂｒｏｗｎｉａｎ运动首中
与末离的联合分布及 Ｂｒｏｗｎｉａｎ关于线性边界的首
出时问题，求出了 Ｂｒｏｗｎｉａｎ运动停留在双侧 （单

侧）逐段线性边界内的概率的分析表达式；文 ［４
－５］研究了Ｂｒｏｗｎｉａｎ运动首中与末离的联合分布
及末遇分布与极大游程等相关内容；文 ［６－８］
分别证明了 Ｂｒｏｗｎｉａｎ运动 Ｂ［０，１］割点、先驱点、
边界的Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ维数分别为３／４，７／４，４／３。同时，
Ｂｒｏｗｎｉａｎ运动的首中时与首出时的分布在很多方面
有着重要的应用，例如，在非参数统计、序列分析
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和财政金融等方面 （见文 ［５，９－１０］）。另一方
面，Ｓｃｈｒａｍｍ［１１］于２０００年将时间改变的 Ｂｒｏｗｎｉａｎ
运动作为驱动函数引入到Ｌｏｅｗｎｅｒ微分方程，这导
致了一个新的研究领域，即随机 Ｌｏｅｗｎｅｒ演变 （或

ＳｃｈｒａｍｍＬｏｅｗｎｅｒ演变），简称 ＳＬＥ。有关 ＳＬＥ的
背景知识和详细内容可参见文 ［１２－１３］等。已
经知道 ＳＬＥ有很多重要的应用，其中最重要的应
用之一是它被成功地用来解决了 Ｂｒｏｗｎｉａｎ运动的
相交指数问题 （见文 ［１４－１６］等）。此外，也已
经证明ＳＬＥ是许多离散统计物理模型的尺度极限，
例如，临界点渗流探索路径收敛于 ＳＬＥ６

［１７］；回路

删除随机走动收敛于 ＳＬＥ２与一致生成树 Ｐｅａｎｏ路
径收敛于 ＳＬＥ８

［１８］；调和探索过程路径与离散

Ｇａｕｓｓｉａｎ自由场的回路线收敛于 ＳＬＥ４及 ＦＫＩｓｉｎｇ
模型的接口收敛于ＳＬＥ１６／３等

［１９－２１］。

本文将讨论 Ｂｒｏｗｎｉａｎ运动首次离开指定区域
边界的概率公式。文 ［２２］给出了从区间 ［ａ，ｂ］
内一点开始一维的Ｂｒｏｗｎｉａｎ运动首次离开端点ａ或
ｂ的概率表达式。本文利用Ｂｒｏｗｎｉａｎ运动的性质将
这个结果推广 ｄ（ｄ≥ ２）维 Ｂｒｏｗｎｉａｎ运动的情
形。首先，导出了 ｄ维 Ｂｒｏｗｎｉａｎ运动的几个相关
结果；基于这些结果，讨论了 ｄ维 Ｂｒｏｗｎｉａｎ运动
第１次离开单连通区域指定边界的概率估计，给出
了二维Ｂｒｏｗｎｉａｎ运动分别从圆盘上半边界、弓形
域弧边界与第一象限域边界首次离开的概率表达

式；同时，对二维 Ｂｒｏｗｎｉａｎ运动从上半单位圆盘
域的圆弧边界的首次离开的概率进行了 Ｍｏｎｔｅ
Ｃａｒｌｏ模拟，从得到的结果可以看出，它们非常接
近于相应理论概率的数值，这验证了结果的正确

性。然后，推出了三维 Ｂｒｏｗｎｉａｎ运动从第一卦限
区域的指定边界面首次离开的概率表达式。最后，

讨论了调和测度与二维 Ｂｒｏｗｎｉａｎ运动首次离开单
连通指定边界的概率之间的关系。应用后者的结

果，推出调和测度的一些具体表达式；此外，对于

两个相互独立的一维标准 Ｂｒｏｗｎｉａｎ运动 Ｂｔ和 珘Ｂｔ，
本文给出了｜Ｂｔ｜碰到ａ之前｜珘Ｂｔ｜不碰到ｂ的概率
表达式，对于任意ａ＞０，ｂ＞０。

１　Ｂｒｏｗｎｉａｎ运动及相关结果
首先，简要地介绍一维和二维 Ｂｒｏｗｎｉａｎ运动

的定义和一些性质，并导出本文后面将用到的一些

相关结果。有关更详细的背景知识可见文 ［２２－
２３］等。

定义１　一个随机过程Ｂｔ称为一个一维的标准
Ｂｒｏｗｎｉａｎ运动，如果它满足下面条件：

（ｉ）Ｂ０ ＝０，ａｓ．；
（ｉｉ）对所有的ｓ≤ｔ，Ｂｔ－Ｂｓ是一个均值为０方

差为ｔ－ｓ的Ｇａｕｓｓｉａｎ随机变量；
（ｉｉｉ）对所有的ｓ≤ｔ，Ｂｔ－Ｂｓ独立于σ（Ｂｒ，ｒ≤ｓ）；

　　（ｉｖ）映射ｔ→Ｂｔ（ω）几乎肯定是连续的。
这里σ（Ｂｒ，ｒ≤ｓ）是关于每一个Ｂｒ，ｒ≤ｓ都可

测的最小σ域。一个均值为０方差为σ２的Ｇａｕｓｓｉａｎ
随机变量Ｘ的分布密度函数是由下面公式给出

Ρ（Ｘ∈Ａ）＝∫Ａ １
２槡πσ
ｅ
－ｘ２
２σ２ｄｘ

其中Ａ为任意一个Ｂｏｒｅｌ集。
定义 ２　设ｄ≥２，如果令（Ｂ１ｔ，Ｂ

２
ｔ，…，Ｂ

ｄ
ｔ）表

示ｄ个相互独立的一维标准 Ｂｒｏｗｎｉａｎ运动，那么
Ｂ（ｄ）ｔ ＝（Ｂ１ｔ，Ｂ

２
ｔ，…，Ｂ

ｄ
ｔ）称为一个ｄ维的标准Ｂｒｏｗｎ

ｉａｎ运动。
设Ｂ（ｄ）ｔ 是一个 ｄ维的标准 Ｂｒｏｗｎｉａｎ运动，则

它的转移概率密度为

ｐ（ｔ，ｘ，ｙ）＝（２πｔ）－ｄ／２ｅｘｐ －｜ｘ－ｙ｜２
２( )ｔ

（１）

也就是，式 （１）理解为一个 ｄ维的标准 Ｂｒｏｗｎｉａｎ
运动从ｘ点开始经过时间 ｔ到达 ｙ的概率密度为
ｐ（ｔ，ｘ，ｙ）。

引理１　设Ｘ（ｔ）是一个从点ｘ：ａ＜ｘ＜ｂ开始
的一维Ｂｒｏｗｎｉａｎ运动而 τ［ａ，ｂ］表示 Ｘ（ｔ）离开区间
［ａ，ｂ］的第一时间。那么τ［ａ，ｂ］ ＜∞ａｓ，并且

Ρｘ（Ｘ（τ［ａ，ｂ］）＝ａ）＝
ｂ－ｘ
ｂ－ａ，

Ρｘ（Ｘ（τ［ａ，ｂ］）＝ｂ）＝
ｘ－ａ
ｂ－ａ

　　证明　该引理的证明见文 ［２２］中的命题
４９。

引理２　设 Ｘ（ｔ）是一个一维标准 Ｂｒｏｗｎｉａｎ运
动，令Ｍｔ＝ｓｕｐ０≤ｓ≤ｔ

Ｘｓ，令ａ＞０，那么有

Ρ０（Ｍｔ≥ａ）＝２Ρ
０（Ｘｔ＞ａ） （２）

　　证明　该引理的证明见文 ［２２］中的定理
３８。

推论１　设 Ｂｔ是一个一维的标准 Ｂｒｏｗｎｉａｎ运
动。对于给定大于０的实数ａ，设Ｔａ＝ｉｎｆ｛ｔ≥０：Ｂｔ
＝ａ｝，那么

Ρ０（Ｔａ≤ｔ）＝２１－Φ
ａ

槡
( )( )ｔ

这里Φ（ｘ）＝∫
ｘ

－∞

１
２槡π
ｅｘｐ －ｔ

２( )２ ｄｔ。
证明　由一维标准 Ｂｒｏｗｎｉａｎ运动的定义知道，

Ｂｔ是一个均值为０方差为 ｔ的 Ｇａｕｓｓｉａｎ随机变量。

５４
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令Ｍｔ＝ｓｕｐ０≤ｓ≤ｔ
Ｂｓ，那么事件Ｔａ≤ｔ与事件Ｍｔ≥ａ所

表达的含义一样，即 Ρ０（Ｔａ≤ ｔ）＝Ρ
０（Ｍｔ≥ ａ）。

由等式 （２）得到 Ρ０（Ｔａ≤ ｔ）＝２Ρ
０（Ｂｔ＞ａ）＝

２１－Φ ａ

槡
( )( )ｔ ，其中函数 Φ（ｘ）＝∫

ｘ

－∞

１
２槡π
ｅ－
ｔ２
２ｄｔ，

这就完成了这个推论的证明。

定理１　假设Ｂ（ｄ）ｔ 是一个取值于 Ｒ
ｄ上的 ｄ维

标准Ｂｒｏｗｎｉａｎ运动，那么对任意给定时间 ０≤ ｔ
＜＋∞，存在依赖于Ｂｒｏｗｎｉａｎ运动维数ｄ的常数 Ｃ

使得Ｅ（｜Ｂ（ｄ）ｔ ｜） 槡＝Ｃｔ，即当给定时间ｔ时，ｄ维标

准Ｂｒｏｗｎｉａｎ运动离开起始点的平均距离为 槡Ｃｔ，其
中Ｃ由下面公式给出

Ｃ＝槡２

槡π
，ｄ＝１

Ｃ＝Ｃ１ ２ｄ－槡
１Γｄ＋１( )２

，ｄ≥{ ２

其中

Ｃ１ ＝∫
２π

０∫
π

０
…∫

π

０
（２π）－ｄ／２ｓｉｎｄ－２φ１·

ｓｉｎｄ－３φ２…ｓｉｎφｄ－２ｄφ１ｄφ２…ｄφｄ－１，

特别地，当 ｄ＝２，３，４，Ｃ的值分别为 槡π
槡２
， 槡
２２

槡π
，

３ ２槡π
４ 。

证明　设ｄ维Ｂｒｏｗｎｉａｎ运动Ｂ（ｄ）ｔ 在ｔ时刻的坐
标为Ｂ（ｄ）ｔ ＝（ｘ１，ｘ２，…，ｘｄ）。则它在ｔ时刻与出发点
距离的期望为

Ｅ（｜Ｂ（ｄ）ｔ ｜）＝∫
＋∞

－∞∫
＋∞

－∞
…∫

＋∞

－∞

　
　∑
ｄ

ｉ＝１
ｘ２( )ｉ １／２

（２πｔ）－ｄ／２·

ｅｘｐ －
∑
ｄ

ｉ＝１
ｘ２ｉ

２( )ｔ ｄｘ１ｄｘ２…ｄｘｄ （３）

当ｄ＝１时，容易计算得到

Ｅ（｜Ｂｔ｜）＝２∫
＋∞

０

ｒ
２π槡 ｔ
ｅｘｐ －ｒ

２

２( )ｔｄｒ＝槡
２

槡π
槡ｔ

当ｄ≥２时，引入如下ｄ维球坐标变换：
ｘ１ ＝ｒｃｏｓφ１，…，
ｘｄ－１ ＝ｒｓｉｎφ１ｓｉｎφ２…ｓｉｎφｄ－２ｃｏｓφｄ－１，
ｘｄ ＝ｒｓｉｎφ１ｓｉｎφ２…ｓｉｎφｄ－２ｓｉｎφｄ－１

则它的雅可比行列式及积分区域分别为：

Ｊ＝ｒｄ－１ｓｉｎｄ－２φ１ｓｉｎ
ｄ－３φ２…ｓｉｎφｄ－２和０≤ｒ＜

∞，０≤φ１，φ２，…，φｄ－２≤π，０≤φｄ－１≤２π
于是式 （３）就变成

Ｅ（｜Ｂ（ｄ）ｔ ｜）＝∫
＋∞

０ ∫
２π

０
…∫

π

０
Ｊｒ（２πｔ）－ｄ／２·

ｅ－
ｒ２
２ｔｄφ１…ｄφｄ－１ｄｒ＝

Ｃ１∫
＋∞

０

ｒｄ

ｔｄ／２
ｅ－
ｒ２
２ｔｄｒ （４）

这里

Ｃ１ ＝∫
２π

０∫
π

０
…∫

π

０
（２π）－ｄ／２ｓｉｎｄ－２φ１·

ｓｉｎｄ－３φ２…ｓｉｎφｄ－２ｄφ１ｄφ２…ｄφｄ－１
为一个只依赖于ｄ的常数。

在式 （４）中令ｒ２／（２ｔ）＝ｘ，则得到

Ｅ（｜Ｂ（ｄ）ｔ ｜）＝Ｃ１槡ｔ ２ｄ－槡
１∫
＋∞

０
ｘ
ｄ＋１
２－１ｅ－ｘｄｘ＝

Ｃ１ ２ｄ－槡
１Γｄ＋１( )２ 槡 槡ｔ＝Ｃｔ

其中Ｃ＝Ｃ１ ２ｄ－槡
１Γｄ＋１( )２

是一个只依赖于ｄ的常

数，Γ（ｘ）＝∫
∞

０
ｓｘ－１ｅ－ｓｄｓ是Ｇａｍｍａ函数。因此，我

们就完成了这个定理的证明。

定理２　给定两个正数ａ＞０，ｂ＞０。假设Ｂｔ与
珘Ｂｔ都是从０开始且相互独立的一维标准 Ｂｒｏｗｎｉａｎ
运动，设Ｔａ＝ｉｎｆ｛ｔ≥０：Ｂｔ＝ａ｝，Ｔｂ＝ｉｎｆ｛ｔ≥０：
｜珘Ｂｔ｜＝ｂ｝，用 Ｅａ，ｂ表示事件 ｛ｓｕｐ０≤ｓ≤ｔ

Ｂｓ ＞ａ｝∩

｛ｓｕｐ
０≤ｓ≤ｔ
珘Ｂｓ＜ｂ｝，则事件Ｅａ，ｂ发生的概率为

Ρ（Ｅａ，ｂ）＝
２
π
ａｒｃｔａｎ（ｂ／ａ）

　　证明　对任意给定时间ｔ≥０，记事件 ｛Ｂｔ≥
ａ｝∩ ｛Ｂ０≤ｓ≤ｔ－ ＜ ａ｝为 Ｅ１，那么为 Ρ（Ｅ１） ＝
ｌｉｍ
Δｔ→０＋
（Ρ（Ｔａ≤ｔ）－Ρ（Ｔａ≤ｔ－Δｔ））；记 ｓｕｐ０≤ｓ≤ｔ

珘Ｂｓ＜ｂ

为事件Ｅ２，那么Ρ（Ｅ２）＝１－Ρ（Ｔｂ≤ｔ）。因此，在
ｔ时刻 Ｅ１Ｅ２的概率为 Ρ（Ｅ１）Ρ（Ｅ２），结合推论１，
得到

Ρ（Ｅａ，ｂ）＝∫
＋∞

０
（Ρ（Ｔａ≤ｔ）－

Ρ（Ｔａ≤ｔ－ｄｔ））（１－Ρ（Ｔｂ≤ｔ））＝

∫
＋∞

０
２Φ ａ

ｔ－ｄ槡
( )ｔ－Φ

ａ

槡
( )( )ｔ ２Φ ｂ

槡
( )ｔ－( )１ ＝

∫
＋∞

０
２Φ ａ

槡
( )ｔ′ｅｒｆ

ｂ
２槡

( )ｔｄｔ＝
槡２

槡π
∫
＋∞

０

ａ
２ｔ３／２
ｅ－
ａ２
２ｔｅｒｆ ｂ

２槡
( )ｔｄｔ＝２πａｒｃｔａｎ（ｂ／ａ）

其中ｅｒｆ（ｘ）＝ ２

槡π
∫
ｘ

０
ｅ－ｔ２ｄｔ为误差函数，符号 “′”

表示对ｔ求导。这样就完成了这个定理的证明。
定理３　给定３个正数ａ，ｂ，ｃ＞０。假设Ｂｉｔ（ｉ＝

１，２，３）都是从 ０开始且相互独立的一维标准
Ｂｒｏｗｎｉａｎ运动，设Ｔａ＝ｉｎｆ｛ｔ≥０：Ｂ１ｔ ＝ａ｝，Ｔｂ＝

６４
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ｉｎｆ｛ｔ≥０：Ｂ２ｔ＝ｂ｝，Ｔｃ＝ｉｎｆ｛ｔ≥０：Ｂ
３
ｔ＝ｃ｝。用Ｅ

ｃ
ａ，ｂ

表示事件｛ｓｕｐ
０≤ｓ≤ｔ
Ｂ１ｓ＜ａ｝∩｛ｓｕｐ０≤ｓ≤ｔ

Ｂ２ｓ＜ｂ｝∩｛ｓｕｐ０≤ｓ≤ｔ
Ｂ３ｓ

≥ｃ｝，则事件Ｅｃａ，ｂ发生的概率为

Ρ（Ｅｃａ，ｂ）＝
２
π
ａｒｃｔａｎ ａｂ

ｃ ａ２＋ｂ２＋ｃ槡
２

（５）

　　证明　对任意给定时间 ｔ≥０，记事件 ｛Ｂ３ｔ≥
ｃ｝∩｛Ｂ３０≤ｓ≤ｔ－ ＜ｃ｝为Ｅ１，则Ρ（Ｅ１）＝ｌｉｍΔｔ→０＋

（Ρ（Ｔｃ

≤ｔ）－Ρ（Ｔｃ≤ｔ－Δｔ））。将事件 ｓｕｐ０≤ｓ≤ｔ
Ｂ１ｔ＜ａ，ｓｕｐ０≤ｓ≤ｔ

Ｂ２ｔ
＜ｂ分别记为Ｅ２，Ｅ３，那么Ρ（Ｅ２）＝１－Ρ（Ｔａ≤ｔ），
Ρ（Ｅ３）＝１－Ρ（Ｔｂ≤ｔ）。因此，在ｔ时刻Ｅ１Ｅ２Ｅ２的
概率为Ρ（Ｅ１）Ρ（Ｅ２）Ρ（Ｅ３），结合推论１，推出

Ρ（Ｅｃａ，ｂ）＝∫
＋∞

０
Ρ（Ｔｃ≤ｔ）－Ρ（Ｔｃ≤ｔ－ｄｔ）·

（１－Ρ（Ｔａ≤ｔ））（１－Ρ（Ｔｂ≤ｔ））＝

∫
＋∞

０
２Φ ｃ

ｔ－ｄ槡
( )ｔ－Φ

ｃ

槡
( )( )ｔ ２Φ ａ

槡
( )ｔ－( )１·

２Φ ｂ

槡
( )ｔ－( )１ ＝∫＋∞０

２Φ ｃ

槡
( )ｔ′ｅｒｆ

ａ
２槡

( )ｔｅｒｆ
ｂ
２槡

( )ｔｄｔ
（６）

由文 ［２５］中的第１２３页的 （２８１９８）等式可

以知道，当Ｒｅ（ｐ）＞０，｜ａｒｇ（ａ）｜＜π４，｜ａｒｇ（ｂ）｜＜

π
４时，有

∫
＋∞

０
ｅ－ｐｘ２ｅｒｆ（ａｘ）ｅｒｆ（ｂｘ）ｄｘ＝

１
π槡 ｐ
ａｒｃｔａｎ ａｂ

ｐ（ａ２＋ｂ２＋ｐ槡 ）
（７）

令式 （７）中的 ｘ＝ １
２槡ｔ
，ｐ＝ｃ２，那么 ｄｘ＝

－ １

槡２２ｔ
３／２
ｄｔ，于是有

∫
＋∞

０

１

槡２２ｔ
３／２
ｅ－
ｃ２
２ｔｅｒｆ ａ

２槡
( )ｔｅｒｆ

ｂ
２槡

( )ｔｄｔ＝
１
ｃ槡π

ａｒｃｔａｎ ａｂ
ｃ ａ２＋ｂ２＋ｃ槡

２
（８）

因此，由式 （６）与式 （８）得到

Ρ（Ｅｃａ，ｂ）＝
２
π
ａｒｃｔａｎ ａｂ

ｃ ａ２＋ｂ２＋ｃ槡
２

也就是，式 （５）成立，这就完成了该定理证明。

２　Ｂｒｏｗｎｉａｎ运动首次离开指定区域
边界的概率公式

　　基于第１节的结果，将讨论ｄ维Ｂｒｏｗｎｉａｎ运动
第１次离开几种类型单连通区域指定边界的概率估

计，导出了它们具体表达式。并通过数值模拟验证

了所得到结果的正确性。

首先考虑带形区域的情形。给定一个带形区域

Ｓａ，ｂ ＝｛（ｘ，ｙ）∈Ｒ
２：ａ＜ｙ＜ｂ｝，｜ａ｜，｜ｂ｜＜＋∞，

Ｓａ，ｂ的下边界与上边界分别记为 Ｒａ ＝｛（ｘ，ｙ）∈
Ｒ２：ｙ＝ａ｝，Ｒｂ＝｛（ｘ，ｙ）∈Ｒ

２：ｙ＝ｂ｝，设ｚ＝（ｘ０，
ｙ０）为 Ｓａ，ｂ内的任意一点，考虑一个从 ｚ开始的二
维Ｂｒｏｗｎｉａｎ运动 Ｂ（２）ｔ ，将 Ｂ

（２）
ｔ 首次离开带形区域

Ｓａ，ｂ的时间记为τａ，ｂ。下面默认为Ｂ
（２）
ｔ ＝（Ｂ１ｔ，Ｂ

２
ｔ）与

Ｂ（２）ｔ ＝Ｂ１ｔ＋ｉＢ
２
ｔ是同一个二维Ｂｒｏｗｎｉａｎ运动。

定理４　设Ｂ（２）ｔ 是一个从点ｚ＝（ｘ０，ｙ０）∈Ｓａ，ｂ
开始的二维Ｂｒｏｗｎｉａｎ运动，则τａ，ｂ ＜∞ａ．ｓ．，并
且有

Ρｚ（Ｂ
τ（２）ａ，ｂ
＝Ｒａ）＝

ｂ－ｙ０
ｂ－ａ，

Ρｚ（Ｂ
τ（２）ａ，ｂ
＝Ｒｂ）＝

ｙ０－ａ
ｂ－ａ （９）

　　证明　首先，注意到二维 Ｂｒｏｗｎｉａｎ运动 Ｂ（２）ｔ
可以看成是两个独立一维Ｂｒｏｗｎｉａｎ运动Ｂ１ｔ与Ｂ

２
ｔ的

合成，即Ｂ（２）ｔ ＝（Ｂ１ｔ，Ｂ
２
ｔ），其中Ｂ

１
ｔ平行于ｘ轴，Ｂ

２
ｔ

平行于ｙ轴。由于带形区域Ｓａ，ｂ的上下边界之间的
宽度ｂ－ａ是有限的，因此Ｂ２ｔ从ｙ０点出发几乎肯定
在有限时间内碰到ａ或 ｂ，即 Ｂ（２）ｔ 几乎肯定在有限
时间碰到Ｒａ或Ｒｂ，这就推出τａ，ｂ＜∞ａ．ｓ．。因为
Ｂ１ｔ几乎肯定不可能在有限时间内达到无穷远点，
且由Ｂ１ｔ，Ｂ

２
ｔ的独立性以及引理１，可推出 （９）式

成立。

其次，考虑一般单连通区域的情形。设 Ω是
一个由一条简单闭曲线围成的单连通区域 （如图１
所示），一个二维Ｂｒｏｗｎｉａｎ运动Ｂ（２）ｔ 从Ω内部任意
点ｚ开始，讨论它第一次碰到任意指定边界 （如图

１中的粗边界）的概率表达式。

图１　一个二维Ｂｒｏｗｎｉａｎ运动从单连通域
Ω的一个指定边界ＡＢ首次离开的情形

Ｆｉｇ１　Ａ２ＤＢｒｏｗｎｉａｎｍｏｔｉｏｎｅｘｉｔｓｆｉｒｓｔａｓｉｍｐｌｙ
ｃｏｎｎｅｃｔｅｄｄｏｍａｉｎΩａｔａｐｒｅｓｃｒｉｂｅｄｂｏｕｎｄａｒｙＡＢ

７４
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　　定理５　设Ω Ｃ是由一条简单闭曲线围成
的开单连通域且其边界为Ω，设ＡＢ为Ω中指定
的任意的连续边界弧 （见图１）。考虑一个从点 ｚ
∈Ω开始的二维Ｂｒｏｗｎｉａｎ运动Ｂ（２）ｔ 。设τΩ ＝ｉｎｆ｛ｔ

≥０：Ｂ（２）ｔ Ω｝，那么有

Ρｚ（Ｂ（２）τΩ ∈ＡＢ）＝
Ｉｍ（φ（ｚ））

π
（１０）

这里，φ是一个从Ω到带形区域Ｓπ ＝｛ｚ∈Ｃ：０＜
Ｉｍｚ＜π｝的共形映射且满足φ（ＡＢ）＝Ｒπ，这里
Ｒπ ＝｛ｚ∈Ｃ：Ｉｍｚ＝π｝，Ｉｍ（ｚ）表示ｚ的虚部。

证明　首先，由定理４可知，一个从带形区域
Ｓπ中某一点ｗ＝ｕ＋ｉｖ开始二维Ｂｒｏｗｎｉａｎ运动，它

首次从Ｓπ上边界 Ｒπ离开的概率为
ｖ
π
。其次，由

Ｒｉｅｍａｎｎ映射定理与边界对应原理，可以找到一个
从Ω到Ｓπ的一个共形映射 φ使得 φ（ＡＢ）＝Ｒπ。
虽然该共形映射 φ不唯一，但是对于每一个 ｚ∈
Ω，Ｉｍ（φ（ｚ））是唯一的。将一个从点 ｚ∈ Ω开始
的二维 Ｂｒｏｗｎｉａｎ运动 Ｂ（２）ｔ 首次从边界 ＡＢ离开的
事件记为Ｅ１。令ｗ＝φ（ｚ）＝ｕ＋ｉｖ，将一个从点ｗ
开始的二维Ｂｒｏｗｎｉａｎ运动Ｂ（２）ｔ 第一次从边界Ｒπ离
开的事件记为 Ｅ２。则由二维 Ｂｒｏｗｎｉａｎ运动的共形
不变性，可推出 Ρｚ（Ｅ１） ＝Ρ

ｗ（Ｅ２）。注意 ｖ＝
Ｉｍ（φ（ｚ）），因此，推出 （１０）式成立。

下面讨论区域Ω的４种特殊情形：
（ｉ）当Ω是平面Ｃ内的一个半径为ｒ的圆盘域

Ｄ时，见图２（ａ）。
推论２　给定Ｃ内的一个半径为 ｒ的圆盘域 Ｄ

＝｛ｘ＋ｉｙ∈Ｃ：（ｘ－ａ）２：＋（ｙ－ｂ）２ ＜ｒ２，ａ，ｂ∈
Ｒ｝，并将它边界Ｄ的上半圆周记为Ｄ＋＝｛ｘ＋ｉｙ
∈Ｃ：（ｘ－ａ）２：＋（ｙ－ｂ）２＝ｒ２，ｙ≥ｂ｝。设Ｂ（２）ｔ 是
一个从点ｚ＝ｘ０＋ｉｙ０∈Ｄ开始的二维Ｂｒｏｗｎｉａｎ运
动，并令τＤ表示Ｂ

（２）
ｔ 离开圆盘Ｄ的第一时间，那

么有

Ρｚ（Ｂ（２）τＤ ＝Ｄ
＋）＝

Ｉｍφｘ０－ａ
ｒ ＋ｉ

ｙ０－ｂ( )ｒ
π

（１１）

这里φ（ｚ）＝ｌｎ（ｉ１＋ｚ１－ｚ）。

证明　设φ１（ｚ）＝（ｚ－ａ－ｂｉ）／ｒ，则φ１（ｚ）把
圆盘Ｄ＝｛ｘ＋ｉｙ∈Ｃ：（ｘ－ａ）２：＋（ｙ－ｂ）２ ＜ｒ２，
ａ，ｂ∈Ｒ｝共形映射到单位圆盘Ｕ＝｛ｚ∈Ｃ：｜ｚ｜＜
１｝，且把Ｄ的上边界Ｄ＋＝｛ｘ＋ｉｙ∈Ｃ：（ｘ－ａ）２：
＋（ｙ－ｂ）２＝ｒ２，ｙ≥ｂ｝映射到Ｕ的上边界＝｛ｅｉθ：

０≤θ≤π｝。记 φ２（ｗ）＝ｌｎｉ
１＋ｗ
１( )－ｗ

，则 φ（ｚ）＝

φ２。φ１（ｚ）把单位圆盘Ｄ共形映射到带形域Ｓπ且把
边界Ｄ＋共形映射到边界Ｒπ。于是，由定理５，推
出 （１１）式成立。

（ｉｉ）当Ω是平面Ｃ内的一个弓形域Ｂθ时，见
图２（ｂ）。

推论３　给定Ｃ内的一个弓形域 Ｂθ ＝｛ｘ＋ｉｙ

∈Ｈ：ｘ２＋ ｙ－ｃｏｔπ－θ( )( )２
２
＜１／ｓｉｎ２ π－θ( )２ ，

ｘ，ｙ∈Ｒ｝；弓形域的圆弧记为θ＝｛ｘ＋ｉｙ∈Ｈ：ｘ
２

＋ ｙ－ｃｏｔπ－θ( )( )２
２
＝１／ｓｉｎ２ π－θ( )２ ，ｘ，ｙ∈

Ｒ｝，这里的θ∈（０，２π），Ｈ＝｛ｚ∈Ｃ：Ｉｍｚ＞０｝，
设Ｂ（２）ｔ 是一个从点 ｚ＝ｘ０＋ｉｙ０∈ Ｂθ开始的二维
Ｂｒｏｗｎｉａｎ运动，并令τＢθ表示Ｂ

（２）
ｔ 离开Ｂθ的第一时

间，那么有

Ρｚ（Ｂ（２）
τＢθ
＝θ）＝

ｌｎφ（ｘ０＋ｉｙ０）
π

（１２）

这里φ（ｚ）＝２πθ
ｌｎ １＋ｚ
１( )－ｚ

。

证明　共形映射理论给出 φ（ｚ） ＝２πθ
·

ｌｎ １＋ｚ
１( )－ｚ

把弓形域Ｂθ共形映射到带形域Ｓπ，且把

边界θ映射到边界 Ｒπ。再由定理 ５，得到 （１２）
式成立。

（ｉｉｉ）当Ω是第一象限域Ｃ１ ＝｛ｚ∈Ｃ：Ｉｍｚ＞
０，Ｒｅｚ＞０｝时，见图２（ｃ）。

推论４　给定Ｃ内的第一象限域Ｃ１，设Ｂ
（２）
ｔ 是

一个从点ｚ＝ｘ０＋ｉｙ０∈Ｃ１开始的二维Ｂｒｏｗｎｉａｎ运
动，设Ｘ＝｛ｚ∈Ｃ：Ｒｅｚ＞０，Ｉｍｚ＝０｝，Ｙ＝｛ｚ
∈Ｃ：Ｒｅｚ＝０，Ｉｍｚ＞０｝。并令τＣ１表示Ｂ

（２）
ｔ 离开Ｃ１

的第一时间，那么有

Ρｚ（Ｂ（２）
τ
Ｃ１

＝Ｘ）＝２π
ａｒｃｔａｎ（ｘ０／ｙ０），

Ρｚ（Ｂ（２）
τ
Ｃ１

＝Ｙ）＝２π
ａｒｃｔａｎ（ｙ０／ｘ０） （１３）

　　证明　注意 φ（ｚ）＝２ｌｎ（ｚ）把第一象限域 Ｃ１
共形映射到 Ｓπ且 φ（Ｙ）＝Ｒπ。因此根据定理５，

可推出 Ρｚ（Ｂ（２）
τ
Ｃ１

＝Ｙ）＝ ２π
ａｒｃｔａｎ（ｙ０／ｘ０）。同时，

Ρｚ（Ｂ（２）
τＣ１
＝Ｘ）＝１－Ρｚ（Ｂ（２）

τＣ１
＝Ｙ），由此得到

（１３）式的第二等式成立。这就完成了这个推论的
证明。

（ｉｖ）设Ｒ３１ ＝｛（ｘ，ｙ，ｚ）：ｘ，ｙ，ｚ＞０｝是三维空

８４
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间Ｒ３的第一卦限域时，见图２（ｄ）。
推论５　设Ｂ（３）ｔ 是一个从点ｖ＝（ｘ０，ｙ０，ｚ０）∈

Ｒ３１开始的三维Ｂｒｏｗｎｉａｎ运动，设边界面１＝｛（ｘ，
ｙ，ｚ）：ｘ＝０，ｙ，ｚ∈Ｒ｝，２＝｛（ｘ，ｙ，ｚ）：ｙ＝０，ｘ，ｚ∈
Ｒ｝，３ ＝｛（ｘ，ｙ，ｚ）：ｚ＝０，ｘ，ｙ∈Ｒ｝。

并令τＲ３１表示Ｂ
（３）
ｔ 离开Ｒ

３
１的第一时间，则有

Ρｖ（ＢτＲ３１
（３）＝１）＝

２
π
ａｒｃｔａｎ

ｙ０ｚ０
ｘ０ ｘ２０＋ｙ

２
０＋ｚ槡

２
０

；

Ρｖ（ＢτＲ３１
（３）＝２）＝

２
π
ａｒｃｔａｎ

ｘ０ｚ０
ｙ０ ｘ２０＋ｙ

２
０＋ｚ槡

２
０

；

Ρｖ（ＢτＲ３１
（３）＝３）＝

２
π
ａｒｃｔａｎ

ｘ０ｙ０
ｚ０ ｘ２０＋ｙ

２
０＋ｚ槡

２
０

　　证明　根据 Ｂｒｏｗｎｉａｎ运动的旋转不变性，三维
Ｂｒｏｗｎｉａｎ运动Ｂ（３）ｔ 可以分解成Ｂ

（３）
ｔ ＝（Ｂ１ｔ，Ｂ

２
ｔ，Ｂ

３
ｔ），

这里Ｂ１ｔ，Ｂ
２
ｔ，Ｂ

３
ｔ相互独立且都从点ｖ＝（ｘ０，ｙ０，ｚ０）开

始，分别在直线 （Ｒ，ｙ０，ｚ０），（ｘ０，Ｒ，ｚ０），（ｘ０，ｙ０，
Ｒ）上运动的一维 Ｂｒｏｗｎｉａｎ运动。由于点 ｖ到边界
面１，２，３的距离分别为 ｘ０，ｙ０，ｚ０，因此，由定
理５可推出该推论成立。

图２　Ｂｒｏｗｎｉａｎ运动分别从４个不同区域的指定边界首次离开的情形
Ｆｉｇ２　ＴｈｅＢｒｏｗｎｉａｎｍｏｔｉｏｎｓｅｘｉｔｆｉｒｓｔｆｏｕｒｄｉｓｔｉｎｃｔｒｅｇｉｏｎｓａｔｔｈｅｐｒｅｓｃｒｉｂｅｄｂｏｕｎｄａｒｙｐａｒｔｓ，ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ

　　给出一个二维 Ｂｒｏｗｎｉａｎ运动 Ｂ（２）ｔ 首次离开上
半单位圆盘域Ｂπ的边界π的模拟概率与理论概率
的数据对比，通过数学软件 Ｍａｔｌａｂ并结合 Ｍｏｎｔｅ
Ｃａｒｌｏ模拟方法计算而得出表 １。当模拟 Ｂｒｏｗｎｉａｎ
运动时间间隔越短时且模拟的次数越多时，所产生

的模拟概率就越精确。这里模拟按每间隔

Δｔ＝１０－４ｓ记录 １次 Ｂｒｏｗｎｉａｎ运动的轨迹坐标，

首先在Ｂπ内均匀随机选取了２０个点作为Ｂｒｏｗｎｉａｎ
运动Ｂ（２）ｔ 的起始点；然后对每个起始点模拟１０

４次

第１次碰到边界，并记录 Ｂ（２）ｔ 首次碰到边界 π的
次数ｋ，则ｋ／１０４就是Ｂ（２）ｔ 第１次碰到边界π的模
拟概率，所有模拟结果均保留两位有效数字 （见

表１）。

表１　二维Ｂｒｏｗｎｉａｎ运动Ｂ（２）ｔ 第一次碰到Ｂπ的边界π的模拟概率与理论概率

Ｔａｂｌｅ１　ＴｈｅｓｉｍｕｌａｔｉｏｎａｎｄｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｉｅｓｏｆＢ（２）ｔ ｅｘｉｔｉｎｇｆｉｒｓｔＢπａｔｔｈｅｂｏｕｎｄａｒｙπ

起点坐标 模拟概率 理论概率

（０．１０，０．９０）
（－０．４３，０．８３）
（０．１６，０．６９）
（－０．４１，０．４５）
（０．０１９，０．３１）
（－０．７３，０．５７）
（－０．０５６，０．６７）
（－０．７９，０．４７）
（－０．７４，０．４９）
（０．１１，０．６２）

０．９３
０．９５
０．７８
０．６１
０．３９
０．９２
０．７４
０．８９
０．８６
０．７２

０．９４
０．９５
０．７８
０．６１
０．３８
０．９２
０．７５
０．９０
０．８６
０．７１

起点坐标 模拟概率 理论概率

（－０．８８，０．０８）
（０．１６，０．６８）
（－０．２，０．８５）
（０．２５，０．６７）
（０．８０，０．０６５）
（０．１３，０．１５）
（０．６９，０．５２）
（－０．０５９，０．２４）
（０．７６，０．０５７）
（－０．４８，０．５７）

０．４１
０．７７
０．９１
０．７７
０．２３
０．２０
０．８５
０．３１
０．１８
０．７６

０．４０
０．７７
０．９１
０．７８
０．２２
０．１９
０．８５
０．３０
０．１７
０．７６

９４
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　　从表１中可以看出，随机模拟概率与理论概率
非常接近，这验证了我们结论的正确性。

３　调和测度与首离概率的关系

从一个二维 Ｂｒｏｗｎｉａｎ运动 Ｂ（２）ｔ 从单连通区域

Ｄ的指定边界首次离开的概率与调和测度 （关于调

和测度的定义可参见文 ［２４］）的关系，可导出了
Ｂ（２）ｔ 从区域Ｄ的指定有限段不相交边界第一次离开
的概率表达式，并得到了调和测度的精确表达式。

此外，对于两个相互独立的一维标准 Ｂｒｏｗｎｉａｎ运
动Ｂｔ和 珘Ｂｔ，还给出了｜Ｂｔ｜碰到ａ之前而｜珘Ｂｔ｜不
碰到ｂ概率表达式，其中ａ＞０，ｂ＞０。

定理６　设ΩＣ是由一条简单闭曲线围成的
单连通区域且其边界分为相连的两部分 １，２。设
ω（ｚ）为Ω中ｚ处１的调和测度，若φ是一个从Ω
到带形区域Ｓπ的共形映射且满足 φ（１）＝Ｒπ，那
么ω（ｚ）可表示为

ω（ｚ）＝Ｉｍφ（ｚ）π
，ｚ∈Ω

　　证明　考虑一个从点ｚ∈Ω开始的二维Ｂｒｏｗｎ
ｉａｎ运动Ｂ（２）ｔ 。设 τΩ ＝ｉｎｆ｛ｔ≥０：Ｂ

（２）
ｔ  Ω｝，且令

ω（ｚ）＝Ρｚ（Ｂ（２）
τΩ
＝１），则显然当ｚ∈Ω趋近于１

时ω（ｚ）→１；当ｚ∈Ω趋近于２时ω（ｚ）→０。接
下来只需证明 ω（ｚ）在 Ω中是一个调和函数即可。
根据定理５我们得到ω（ｚ）＝Ｉｍφ（ｚ）／π。由于φ是
一个共形映射，因此 φ在 Ω中是解析且导数不等
于０。于是Ｉｍφ（ｚ）在Ω内是调和的。由调和测度
的定义，推出 ω（ｚ）恰好为 Ω中 ｚ处 １的调和测
度。定理６证毕。

推论６　设ΩＣ是由一条简单闭曲线围成的
单连通域，且其边界为分成两部分Γ１＝ ∪１≤ｉ≤ｎγｉ，Γ２
＝Ω＼Γ１，γｉ（ｉ＝１，２，…，ｎ）是互不相交的简单
曲线。若 φｉ是一个从 Ω到 Ｓπ的共形映射且满足
φｉ（γｉ）＝Ｒπ，ｉ＝１，２，…，ｎ。设ω（ｚ）为Ω中ｚ处Γ１
的调和测度，那么ω（ｚ）可表示成

ω（ｚ）＝∑
ｎ

ｉ＝１

Ｉｍφｉ（ｚ）
π

，ｚ∈Ω （１４）

　　证明　由假设容易知道，∑
ｎ

ｉ＝１

Ｉｍφｉ（ｚ）
π

是在 Ω

中的一个调和函数，且当ｚ∈Ω趋近于Γ１时ω（ｚ）
→１，当ｚ∈Ω趋近于Γ２时ω（ｚ）→０。由于ω（ｚ）为
Ω中ｚ处Γ１的调和测度，因此，推出 （１４）式成
立。

推论７　设ΩＲ是由一条简单闭曲线围成的

单连通域，且其边界为分成两部分Γ１＝ ∪１≤ｉ≤ｎγｉ，Γ２
＝Ω＼Γ１，γｉ（ｉ＝１，２，…，ｎ）是互不相交的简单
曲线。对于一个从点ｚ∈Ω开始的二维Ｂｒｏｗｎｉａｎ运
动Ｂ（２）ｔ ，设τΩ ＝ｉｎｆ｛ｔ≥０：Ｂ

（２）
ｔ Ω｝，那么有

Ρｚ（Ｂ（２）
τΩ
＝Γ１）＝∑

ｎ

ｉ＝１

φｉ（ｚ）
π

（１５）

这里的φｉ为Ω到 Ｓπ的共形映射且满足 φｉ（γｉ）＝
Ｒπ，ｉ＝１，２，…，ｎ。

证明　根据定理５，我们知道 Ρｚ（Ｂ（２）
τΩ
＝γｉ）

＝
φｉ（ｚ）
π
，ｉ＝１，２，…，ｎ因为γｉ（ｉ＝１，２，…，ｎ）是

互不相交的简单曲线，所以，由概率的可列可加性

推出 （１５）式成立。
引理 ３　设Ｂ（２）ｔ 是上半平面 Ｈ＝｛ｚ∈ Ｃ：Ｉｍｚ

＞０｝内从ｉｙ点开始的一个复Ｂｒｏｗｎｉａｎ运动，令τＨ
表示Ｂ（２）ｔ 离开Ｈ的第一时间。若Ρ

ｉｙ（Ｂ（２）τＨ ∈（－１，

１））＝Ρｉｙ（Ｂ（２）τＨ ∈（－∞，－ρ）∪（ρ，＋∞）），其中

ρ＞１，那么ｙ＝槡ρ。
证明　由文 ［１２］可知，从上半平面内点 ｉｙ

开始的 Ｂ（２）ｔ 首次离开边界点 ｘ∈ Ｒ的泊松核为

Ｋ（ｉｙ，ｘ）＝１
π

ｙ
ｘ２＋ｙ２

，那么Ρｉｙ（Ｂ（２）τＨ ∈（－１，１））＝

∫
１

－１

１
π

ｙ
ｘ２＋ｙ２

ｄｘ＝２
π
ａｒｃｔａｎ １( )ｙ，同理 Ρｉｙ（Ｂ（２）τＨ ∈

（－∞，－ρ）∪（ρ，＋∞））＝１－２π
ａｒｃｔａｎ ρ( )ｙ，这

里ρ＞１。由 ２π
ａｒｃｔａｎ １( )ｙ ＝１－２

π
ａｒｃｔａｎ ρ( )ｙ，解得

ｙ＝槡ρ。
定理７　给定一个正数ｒ＞０，设Ｂｔ，珘Ｂｔ都是从

０点开始的一维标准 Ｂｒｏｗｎｉａｎ运动，且 Ｂｔ与 珘Ｂｔ相
互独立，设Ｔ１ ＝ｉｎｆ｛ｔ≥０：｜Ｂｔ｜＝１｝，Ｔｒ＝ｉｎｆ｛ｔ
≥０：｜珘Ｂｔ｜＝ｒ｝。那么

Ρ０（Ｔ１ ＜Ｔｒ）＝１－
４
π
ａｒｃｔａｎ １

槡
( )ρ （１６）

即Ρ０（Ｔ１＜Ｔｒ）表示｜Ｂｔ｜先大于１而｜珘Ｂｔ｜不大于

ｒ概率为１－４
π
ａｒｃｔａｎ １

槡
( )ρ，这里 ρ＝ｈ（ｒ）是方程

２ｒ＝
∫
ρ

１

ｄζ
（ρ２－ζ２）（ζ２－１槡 ）

∫
１

０

ｄζ
（ζ２－ρ２）（ζ２－１槡 ）

的解。

证明　设 ｆ（ｚ）＝∫
ｚ

０

ｄζ
（ζ２－ρ２）（ζ２－１槡 ）

，由

０５
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图３　上半平面Ｈ中一个二维Ｂｒｏｗｎｉａｎ
运动样本共形映射到一个矩形区域的情形

Ｆｉｇ３　Ａｓａｍｐｌｅｏｆ２ＤＢｒｏｗｎｉａｎｍｏｔｉｏｎｉｎｕｐｐｅｒｈａｌｆ
ｐｌａｎｅＨｗａｓｃｏｎｆｏｒｍａｌｌｙｍａｐｐｅｄｏｎｔｏａｒｅｃｔａｎｇｕｌａｒｄｏｍａｉｎ

ＳｃｈｗａｒｚＣｈｒｉｓｔｏｆｆｅｌ公式可以知道 ｇ（ｚ）＝ｆ（ｚ）ｆ（１）把 Ｈ

共形映射到一个宽为２高为２ｒ的矩形，即矩形的４
个顶点分别为ｇ（－１）＝－１，ｇ（１）＝１，ｇ（ρ）＝１
＋２ｒｉ，ｇ（－ρ）＝－１＋２ｒｉ，如图３所示，其中

２ｒ＝∫
ρ

１

ｄζ
ｆ（１） （ρ２－ζ２）（ζ２－１槡 ）

（１７）

记式 （１７）中ρ关于ｒ的函数的解为ρ＝ｈ（ｒ）。通

过计算我们得到 ｇ（ｉ槡ρ）＝ｒｉ，易知 ｒｉ为矩形的中
心。设Ｂ（２）ｔ ＝Ｂ１ｔ ＋ｉＢ

２
ｔ是一个起始于点 ｒｉ的复

Ｂｒｏｗｎｉａｎ运动，其中 Ｂ１ｔ与 Ｂ
２
ｔ是相互独立一维

Ｂｒｏｗｎｉａｎ运动。因此，Ρ０（Ｔ１ ＜Ｔｒ）与 Ｂ
（２）
ｔ 第１次

从边界（－１，－１＋２ｒｉ）∪（１，１＋２ｒｉ）离开的概率
一样；同理，Ρ０（Ｔｒ＜Ｔ１）与 Ｂ

（２）
ｔ 从边界 （－１，１）

∪（－１＋２ｒｉ，１＋２ｒｉ）首次离开的概率一样。由引理
３并结合二维 Ｂｒｏｗｎｉａｎ运动的共形不变性和对称
性，推出

Ρ０（Ｔ１ ＜Ｔｒ）＝１－２Ρ
ｉ槡ρ（Ｂ（２）τＨ ∈（－１，１））＝

１－４
π
ａｒｃｔａｎ １

槡
( )ρ

这里ρ＝ｈ（ｒ）。也就是，式 （１６）成立，定理７证
明完成。

注１　由定理７并结合Ｂｒｏｗｎｉａｎ运动的尺度性
质，对任意给定的两个正数 ａ，ｂ＞０，令 ｒ＝ｂ／ａ，
若Ｂｔ，珘Ｂｔ都是从０点开始且相互独立的一维标准
Ｂｒｏｗｎｉａｎ运动，那么｜Ｂｔ｜先大于ａ而｜珘Ｂｔ｜不大于
ｂ的概率与｜Ｂｔ｜先大于１而｜珘Ｂｔ｜不大于ｒ的概率
相等。例如当ａ＝１（或ａ＝ｌ），ｂ＝２（或ｂ＝２ｌ）
时，这里０＜ｌ＜∞，｜Ｂｔ｜先大于ａ而｜珘Ｂｔ｜不大
于ｂ的概率都为０．８９０（保留３位有效数字）。
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